APLICATIA 1.1

Utilizdnd principiul lucrului mecanic virtual determinati momentul concentrat din
Tncastrare.
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Inainte de rezolvarea acestei aplicatii trebuie si cunoastem urmitoarele:
Pentru sistemele plane, expresia lucrului mecanic virtual este:
oL =ZiXL6xl+ZiYL6yL+ZiML59L , unde

e X; este forta concentrata orizontala i;

e x; este deplasarea virtuala orizontald a punctului de aplicatie al fortei concentrate X;;
e Y este forta concentrata verticala i;

e {y; este deplasarea virtuald verticala a punctului de aplicatie al fortei concentrate Y;;

e M; este momentul concentrat i;

e §0; este rotirea virtuald a corpului pe care actioneazd momentul concentrat M;.

Astfel, expresia principiului lucrului mecanic virtual pentru starea de echilibru devine
(pentru sistemele plane):

Pentru sistemele static determinate principiul lucrului mecanic virtual pentru starea de
repaus este indeplinit automat (deplasarile virtuale fiind compatibile cu legéturile sunt
intotdeauna zero). Prin transformarea sistemului static determinat intr-un mecanism cu un grad
de libertate se poate imagina un set de deplasari virtuale. Aceasta transformare presupune
inlocuirea unei legaturi simple cu reactiunea corespunzatoare. Deoarece si mecanismul astfel



format trebuie sa fie in repaus, se poate aplica principiul lucrului mecanic virtual pentru starea de
repaus, rezultand astfel o ecuatie scalara din care se determind acea reactiune.

Inlocuirea unei legaturi simple cu reactiunea corespunzatoare se face in felul urmator:

e un reazem simplu se va inlocui cu reactiunea corespunzatoare:
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e pentru un reazem articulat (articulatie), in functie de reactiunea cautata rezulta:
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e pentru un reazem incastrat (incastrare), in functie de reactiunea cautata rezulta:
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incastrare glisanta (permite

- %l ? translatia corpului pe verticald)

— H .- y Incastrare glisanta (permite
- /75"77 ‘ translatia corpului pe orizontala)
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In urma transformarii sistemului static determinat ntr-un mecanism, se poate ca unele
corpuri sd rdmand imobilizate. Acestea se elimind din mecanism deoarece deplasarile virtuale
aferente sunt nule. Situatiile In care avem asemenea corpuri fixe sunt:

- uncorp legat cu o Tncastrare;
- un corp legat cu o articulatie fixa si un reazem simplu (directia reazemului simplu nu

trece prin articulatie);



- un corp legat cu trei reazeme simple (directiile celor trei reazeme nu sunt toate trei
paralele sau toate trei concurente in acelasi punct);

- doud corpuri legate cu doud articulatii fixe si cu o articulatie intermediara (cele trei
articulatii nu sunt concurente).

Deplasarile si rotirile virtuale se determina trasand diagrame de deplasari virtuale pe doua
directii convenabile, de reguld orizontald si verticala. Pentru trasarea acestor diagrame este
nevoie sa determindm centre de rotatie (absolute si relative).

Se numeste centru absolut de rotatie al corpului ,,i” din mecanism, notat (0i), un punct
cu viteza (respectiv deplasarea) zero pentru corpul ,,i”.

Se numeste centru relativ de rotatie al corpurilor ,,i” si ,,j” din mecanism, notat (ij),
punctul in care vitezele (respectiv deplasarile) corpurilor ,,i” si ,,J”” sunt egale.

Determinarea pozitiei centrelor de rotatie se face utilizand informatii date de legaturi si
aplicand teoremele de coliniaritate:

- o articulatie fixa este centrul absolut de rotatie al corpului pe care se afla articulatia fixa;

- pe directia unui reazem simplu se afla centrul absolut de rotatie al corpului pe care se afla
acel reazem simplu;

- o articulatie intermediara simpla este centrul relativ de rotatie al corpurilor legate de acea
articulatie intermediarad simpla;

- pe directia unei legaturi intermediare simple (pendul) se afla centrul relativ de rotatie al
corpurilor legate de acea legatura intermediara simpla;

- daca un corp are ca legatura o incastrare glisantd atunci centrul sdu absolut de rotatie se
afld la infinit pe directie perpendicularad pe directia translatiei permise de acea incastrare
glisanta;

- teoremele de coliniaritate se pot exprima sub forma regulii indicilor (Szolga V., Szolga
A. M., ,,Mecanica teoretica: note de curs si Indrumator de seminar” partea 2, Bucuresti,
Conspress, 2003, pg 63): daca doud centre de rotatie au un indice comun atunci pe
dreapta ce trece prin cele doud centre de rotatie se afld centrul corespunzator indicilor
necomuni ai celor doua centre.

Pentru sistemele de corpuri care au ca legaturi intermediare articulatii, este suficient sa se
determine pozitiile tuturor centrelor absolute de rotatie si doar pozitiile centrelor relative de
rotatie din articulatiile intermediare.
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Pentru trasarea diagramelor de deplasari virtuale trebuie sa tinem cont de urmatoarele
proprietati:

- pentru un corp, diagramele de deplasari virtuale sunt linii drepte ce contin proiectiile pe
liniile de referintd ale centrului absolut de rotatie al corpului; panta diagramelor este chiar
rotirea virtuala a corpului 66,

- in proiectii ortogonale, diagramele de deplasari virtuale ale unui corp sunt ortogonale;

- daca centrul absolut de rotatie al unui corp rezultd la infinit, atunci diagramele de
deplasari virtuale corespunzatoare acestuia sunt paralele sau se vor confunda cu liniile de
referinta;

- daca centrul relativ de rotatie a doud corpuri rezultd la infinit atunci diagramele de
deplasari deplasari virtuale ale celor doud corpuri vor fi paralele sau se vor confunda.

Observatii suplimentare:

- daca intr-un punct rezultd un centru absolut de rotatie si un centru relativ de rotatie de
indice comun, atunci tot in acel punct se afla si centrul absolut de rotatie de indici
necomuni;

- daca pentru un corp al unui mecanism plan se determina doud centre absolute de rotatie
disincte atunci acel corp este fix.

Rezolvarea aplicatiei

Se verificad daca sistemul de corpuri este static determinat si se aranjeaza incarcarile pe
fiecare corp, ca si cand am izola corpurile.
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VVom transforma sistemul de corpuri static determinat intr-un mecanism cu un grad de
libertate.
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Sensul initial al reactiunii Mg a fost ales aleator. Rezolvarea acestei reactiuni ne va spune
daca sensul ales initial este corect sau nu.

Se identifica corpurile fixe din mecanism. Se observa ca nu existd (la prima vedere)
corpuri fixe. Se numeroteaza corpurile din mecanism (aici 4).

Se determina pozitiile centrelor de rotatie date de legaturile mecanismului. Astfel:

- in punctele B si C sunt doud articulatii fixe (articulatii exterioare); aici vor fi centrele
absolute de rotatie ale corpurilor IT si IV ( (02) respectiv (04) );



- 1n punctele D, E si F sunt articulatii intermediare simple; aici se afld atunci centrele
relative de rotatie (12), (23) respectiv (34);

- in punctul A se afla un reazem simplu vertical; pe directia reazemului simplu (verticala ce
trece prin punctul A) se va afla centrul absolut de rotatic al corpului I, (01); aceastd
dreapta se va nota cu d;.
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Se determina celelalte centre de rotatie necesare ( (01), (03) ) aplicand regula indicilor.
Astfel:

- pe dreapta ce contine centrele de rotatie (02) si (12) se afld si centrul de rotatie (01);
aceasta se noteaza cu dgq;

- pe dreapta ce contine centrele de rotatie (02) si (23) se afld si centrul de rotatie (03);
aceasta se noteaza cu dos;

- pe dreapta ce contine centrele de rotatie (04) si (34) se afld si centrul de rotatie (03);
aceasta se noteaza tot cu dos;

- laintersectiile dreptelor ce contin aceleasi centre de rotatie se afla acele centre de rotatie (
(01) respectiv (03) ); pozitiile acestora se determind din asemadnarea triunghiurilor
hagurate, astfel:
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Trasarea diagramelor de deplasari virtuale.

Se traseazd liniile de referinta ale diagramelor §i se proiecteaza pe acestea centrele
absolute de rotatie. Intr-o diagrama vom citi deplasari virtuale orizontale 8x iar in cealaltd vom
citi deplasarile virtuale verticale §y.
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Vom incepe cu trasarea diagramelor de deplasari virtuale verticale. Pentru aceasta vom
da o rotire virtuald unuia dintre corpuri (de exemplu corpul I) in ce sens dorim.

Rezulta o dreapta de panta 66, ce trece prin proiectia centrului absolut de rotatie (01) pe
linia de referinta a diagramei &y. Prin proiectarea corpului I pe aceastd dreaptd se determina
diagrama de deplasari virtuale verticale a corpului I. Rotirea virtuala a corpului va avea sensul
unghiului masurat de la linia de referinta la diagrama pe drumul cel mai scurt.

Deoarece centrul relativ de rotatie (12) este un punct al corpului I, ii putem citi deplasarea
virtuala verticala din aceasta diagrama. Citirea se face in felul urmator: se proiecteaza punctul
(12) pe linia de referinta si se ridica o ordonata (perpendiculard pe linia de referintd) pana la
diagrama de deplasari virtuale verticale a corpului 1. Se indica aceasta deplasare virtuala
verticald. Sensul acestei deplasari este de la linia de referinta cétre diagrama.
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Se va trasa diagrama de deplasari virtuale verticale a corpului II. Punctul (12) este centrul
relativ de rotatie al corpurilor I si II (in acest punct corpurile I si II au aceeasi deplasare), deci
pentru corpul 1l se cunosc doud deplasari virtuale verticale: cea a punctului (12) si cea a
punctului (02). Prin varfurile celor doua deplasari se traseaza dreapta de panta 66, (linia
punctata albastra). Prin proiectarea corpului II pe aceasta dreapta se obtine diagrama de deplasari
virtuale verticale a corpului II (linia plind albastrd). In aceastd diagramai se citeste deplasarea
virtuald verticald a centrului relativ de rotatie (23).



8l

Pentru trasarea diagramei de deplasari virtuale verticale a corpului III se cunosc
deplasarile virtuale verticale ale punctelor (23) si (03). Prin varfurile acestor deplasari se traseaza
dreapta de panta §65 (linia punctatd portocalie). Prin proiectarea corpului III se obtine diagrama
de deplasari virtuale verticale a corpului III (linia plind portocalie) si se citeste deplasarea
virtuald verticald a centrului relativ de rotatie (34).
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Pentru trasarea diagramei de deplasari virtuale verticale a corpului IV se cunosc
deplasarile virtuale verticale ale punctelor (34) si (04). Deoarece acestea se confunda, nu se poate
trasa dreapta de pantd §6, ce contine diagrama de deplasari virtuale verticale a corpului IV.
Acest fapt nu este un impediment deoarece se observa ca diagrama de deplasari virtuale verticale
a corpului IV este un punct (toate deplasarile virtuale verticale ale corpului IV sunt zero).
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Pentru trasarea diagramelor de deplasari virtuale orizontale vom folosi initial proprietatea
de ortogonalitate a diagramelor pentru un corp al mecanismului (de exemplu corpul 11). Astfel,
diagrama de deplasdri virutale orizontale a corpului III trebuie sa fie perpendiculara pe diagrama
de deplasari virtuale verticale a corpului III si s treacd prin proiectia centrului absolut de rotatie
(03) pe linia de referinta a diagramelor de deplasari virtuale orizontale dx. Rezulta astfel o
dreapta de panta §6; (linia punctatd portocalie). Prin proiectarea corpului III pe aceasta dreapta
se obtine diagrama de deplasari virtuale orizontale a corpului III. Se citesc deplasarile virtuale
orizontale ale centrelor relative de rotatie (23) si (34) (se proiecteazd punctele pe linia de
referinta si se ridica ordonate pana la diagrama de deplasari virtuale orizontale a corpului Ill).
Sensul acestor deplasari este de la linia de referinta la diagrama.
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Pentru trasarea diagramei de deplasari virtuale a corpului IV se cunosc deplasarile
virtuale orizontale ale punctelor (34) si (04). Prin varfurile acestor deplasari se traseaza dreapta
de pantda §6, (linia punctatd violet). Se proiecteaza corpul IV pe aceastd dreaptd si se obtine
diagrama de deplasari virtuale orizontale a corpului IV (linia plina violet).

Pentru trasarea diagramei de deplasari virtuale a corpului Il se cunosc deplasarile virtuale
orizontale ale punctelor (23) si (03). Prin varfurile acestor deplasari se traseaza dreapta de panta
&6, (linia punctata albastrd). Se proiecteaza corpul II pe aceasta dreapta si se obtine diagrama de
deplasari virtuale orizontale a corpului II (linia plina albastrd). Se citeste in aceasta diagrama
deplasarea virtuald orizontala a centrului relativ de rotatie (12).
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Pentru trasarea diagramei de deplasari virtuale a corpului I se cunosc deplasarile virtuale
orizontale ale punctelor (12) si (01). Prin varfurile acestor deplasari se traseaza dreapta de panta
66, (linia punctata rosie). Se proiecteaza corpul I pe aceastd dreaptd si se obtine diagrama de
deplasari virtuale orizontale a corpului I (linia plina rosie).
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Pentru determinarea valorii unei deplasari virtuale se va avea in vedere faptul ca
rotirea virtuald a unui corp 66 este foarte mica (infinitezimald), deci tangenta unghiului se poate
aproxima cu marimea unghiului exprimata in radiani. Astfel, de exemplu, marimea deplasarii
virtuale verticale 8y, se va determina din triunghiul hasurat:

8Yaz) = 2L+ tg86y = 21- 66,
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Vom exprima rotirile virtuale ale corpurilor si deplasarile virtuale ale punctelor in care
actioneaza fortele concentrate in functie de o rotire parametru §6.

Alegem 86, = 66 aceasti rotire parametru.

Calculam deplasarea virtuala verticald a centrului relativ de rotatie (12) atat din diagrama
de deplasari virtuale verticale a corpului I cat si din cea a corpului II:

8Y(1y) = 21 86,

= 21-60, =21-80, = 80, =50, = 60
Syl = 21- 86, 1 2 2 1
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Rotirea virtuala a corpului III se determina prin calcularea deplasarii virtuale verticale a
centrului relativ de rotatie (23) atat din diagrama de deplasari virtuale verticale a corpului II cat
si din cea a corpului II:

Syl = 41 - 86, 4 2
: = 4160, = 6l-60; > 803 =560, =56
8Y(23) = 61 - 505 6 3
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Rotirea virtuald a corpului IV se determina prin calcularea deplasarii virtuale orizontale a
centrului relativ de rotatie (34) atit din diagrama de deplasari virtuale orizontale a corpului III
cat si din cea a corpului IV:

Sx(ty = 141 - 56, 14 14
v = 14l-60; =6l-60, > 80, =— 05663 = — 40
6x(34) = 6l . 694 6 9
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Se vor citi si se vor determina deplasarile virtuale ale punctelor de aplicatie ale fortelor
concentrate:

- deplasarea virtuala orizontala a punctului de aplicatie al fortei orizontale 6pl, notata cu
6x1;
- deplasarea virtuala verticala a punctului de aplicatie al fortei verticale 4pl este zero;
- deplasarea virtuala verticald a punctului de aplicatie al fortei verticale 6pl, notata cu §yy;
- deplasarea virtuala verticald a punctului de aplicatie al fortei verticale 8pl, notata cu §y,;
- deplasarea virtuala verticald a punctului de aplicatie al fortei verticale 4pl, notata cu §y;.
56

14
Oxy = 4186, = 41560 = -1 66

Sy, =1-80,=1-586

2 4
8y, =21-80; = 21360 =1- 86

2 4
8y; =21 80; = 21-360 = 1- 86
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VVom aplica principiul lucrului mecanic virtual:
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O forta produce lucru mecanic pozitiv (semn +) dacd deplasarea punctului sau de
aplicatie este in sensul fortei; un moment concentrat produce lucru mecanic pozitiv (semn +)
daca efectul de rotire al momentului este in acelasi sens cu rotirea corpului pe care actioneaza.

Astfel:

+6pl - 5x; + 4pl- 0 — 6pl- 8§y, — 8pl - 8y, + 4pl - 8§y; + 12pl? - 56, — Mg - 560, = 0



+6pl-§l~59+0—6pz-1-59—8pz-§l-59+4pz-§l-59+12p12-59—MB-69=o
Se imparte ecuatia la §0. Rezulta:

My = 38pl?



